Computing the Diameter of a Point Set by Malandain, Grégoire & Boissonnat, Jean-Daniel
HAL Id: inria-00072354
https://hal.inria.fr/inria-00072354
Submitted on 23 May 2006
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
Computing the Diameter of a Point Set
Grégoire Malandain, Jean-Daniel Boissonnat
To cite this version:










   



















ap por t  
de  r ech er ch e 
THÈMES 3 et 2
INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE
Computing the Diameter of a Point Set
Grégoire Malandain — Jean-Daniel Boissonnat
N° 4233
July 27, 2001
Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis
2004, route des Lucioles, BP 93, 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)


























ueRvPce^]RblPckuxS _ fO^`RtR¥{V]^! QURQUR$[bV^j_nPcqoRv0dfwP^wP[LRmf^j_n[LoRt_n^`ckpV]poR ocqSzV]^`ck|PwPV]cedf[LSoR0dfce[.V`S$ª
"¶ , ´ $#  g rtpdbQUpV]^`ceRv_fukmbdf^`cV`NPQUce}.wPRbloce_fQUOV]^`Rfª
 
			 "!#$	&%'	 T
( ) 	 B	











m._ fRI_^j_n[>odfQUcKJR$o-@A2*43K5D7&*:9_fukmbdf^`cV`NPQL; ¸ <
Mf>iª'M@NPcqS _nuemfdb^]ckV]NLQ&ck[{fdbukbR$S­V]NLRUadfQUPwVj_V`ckdb[
df ­V`NPR*ce[bV`R^jSzR,aEV`ckdb[!df *8|L_fukuqSON°df ­V`NPR6S`_nQUR^`_bocewLSHPIce[ ¢ G _n[>o V`NPR F_fSzV
ued{a$_V`ckdb[!df t0dfce[.V`S




R$aR$[.V_V]V]RQUVjSV`d6SzdbukbRUV]NPRTh\ockQUR$[LSzcedf[>_nuBocq_nQURV]R^P^`df|PueRQ¹ukR,o¬V]dY@A2*3K5D7 G *:9A; ®rvHnPl



























oPdfQ'_nce[df adf[LSzV`_f[bV¨cqo{V]N©lPRfª mLª_US]PNPR^`Rfª<«¬R _nuqSzdUP^`df0dbS]Rv_n[_nPP^`d ¥ckQ'_nV]Rv_nuemfdf^`ckV]NPQª
Y\[LoPR0R[LoR$[.V]ueyfl#^H_f^zh\~RueR$o NL_fS
oPR$S]ckmb[PR$o!_n[ _nuemfdb^]ckV]NPQ ¨NPceajN cqS'SzceQUckuq_n^'ce[ SzLck^`cV'V`d dfwP^
_fukmbdf^`cV`NPQb; ^­_n^jPc> ª=«RadfQUL_n^`RH|0dnV`NQURV]NPdoPS_f[Lo_fueS]dIS]NPd¨ V`NL_VV]NLRya$_n[|0RadbQ|Pce[PR$ogS]d
_bSV]dIV`_DEfR_foP _f[.V`_nmbR­df ©V`NPRvV¨§d>ª







wLaueceoPR$_n[ ocqSzV`_n[>aRfl_n[Lo-l B 2 mKnm69V]NPR
S`}.wL_n^`R$o=wLaukcqoR$_f[*oceSzV`_f[LaRbª
oporq.sutvxwxw
   6. , .	$'.	




































 n 9]lL¨§RvNL_ bRD_
9§²  :#;  
Cn<=¡  ,   
  .	="/>8/ ? D/ 	A@.B/>8? D$	 ACx	1 D.
	/6c c	#.'" , 
$	#.
	$x ,  -4 
65FE
®­S_Uadf^`dfueuq_n^`yfl.¨§RvNL_ bRD_
9§²  HG;  
Cn<Ig¡  ,   ¡KJL-4 
651M#N @ 
 4/D/ ? /$	=  ¡ . ,4l2O
Cn< 9  	
, ./	"  ¡E








¨df[  V|0R adf[>SzcqoR^`R$ock[g °wP^]V]NLR^HadfQUPwVj_V]cedf[>Sª
TU P^]daR$owP^`RIVWYX[Z?\^]_WY`1ab\ N+
xl{¡ P *c*d'e)fhg7i^j eklmjn%o
v Uqp Br M"sutvM"s
w U  ²Cw²  *c*=xyzf){g|k
t U ce[La^`RQUR$[bVt
}6U p B~ M p B~A1
6U ¡M!¡"J<
[ *c* Cj> 7dKn) j	Kon) j	g>kHn)l6{6j	 i)l g6le6j|k
 U L[>o3 2
 9`lPciª Rbª=df[PRvdn V]NLRv °wP^zV`NPR$SzV[PR$ckmbN.|0dfwL^`Sdn 1

6U  l B 2
Cn< 9/ p B~ ) ²





TTU     # N p B~ M p B~[ P
T v U  ²  x  jRQ











9§²     .x	8/	xA	 |. , `	
x 4 , .|6"x E
  ¶x¶ 	 p ~ a$_n[£db[Puey V`_EbR¬_ L[PckV]R[{wPQ|>R$^gdf Ioc
2R^`R[.Vg_fukwPR,S_n[Lo SV`^]cqaEV`uky ce[La^`R$_bSzR,S_
V`NPcqS­R$[LS]wP^]R,S­V]NL_nV­V`NPR'_nuemfdf^`ckV]NPQ V]R$^]QUce[L_V`R$S$ª®  V`R^vV`R^`QIce[L_nV]cedf[ N3_  V`R^*cV`R^j_V`ckdb[LSHP¨§RINL_ bR
%  2
 9v_n[Lo _nueuV]NLR0dfce[.V`Sdn @¡ |>R$ukdb[Pm V`d -2O
CnHl2





 2$ 9`ª 
®  V]R^V`R^`QIce[L_nV]cedf[ df >®uemfdb^]ckV]NPQ bl$V`NPRdf^`ckmbck[L_fubS]RV¡#NL_fS|0RR[^]R$Puq_faR,ov|{y _HSzV]^`ceaV]ueyvS]wP|LS]RV







9§²   +  B+ 
xc 
cuH.	 . & D.  D. ,     .x	84`Hu.x f  $.` ,
, x	 c E
9§²   !   .x	84u x="	=/)x	 i& c.  , 	#"| S"2* i 9 	/ E








 B	) Pue_baR,o_nVV`NPRfR$^zV`ceaR$Sdn <_I^]R$mfwPuq_n^@0dfuey.mbdf[3 N°ce[*adbwP[.V]R^jauedacE{¨ceS]Rdb^`oPR^xPEª&[Ldf^tqsPl>¨§R S]ueckmbNbV`ukyQUdfRvV]NLR
 ~ dbwV`S]cqoR= _nuedf[PmUV`NPR ^j_ yh@q
 ~ |.y_'ocqSVj_n[LaR+* ~  °df^
S]dfQURISzQ'_nueu,*-.%bª0/©RV
1~ |>RV]NLR0R^]V]wP^`|0R$o*0dfce[.V`SNFS]RRLmfwP^`R?PEªvY V­cqStR$_bSzyV]dSzR$R V`NL_VtV]NPR
 F_f^zV`NPR$SzV 0dfce[bV °^`dfQ 
1~ cqS _fuk¨@_ yS 




2@ VBDCFE ¨NPR^`RHG ~ M tJIY* NFQUd{oPwPukd,*$&%ZPª 
oporq.sutvxwxw
   6. , .	$'.	




  ) 	v	< §g
	v	<s  g   <  
®­S]S]wPQUR V`NL_V®uemfdb^]ckV]NLQ NL_fSH|>R$R[^]wP[_n[Lo*ueRVM¦¡J-4 
65 ªtY   M NPlC
UceSv_QU_n¥ckQ'_nu
S]RmbQUR[.V_n[Lo l2




l¨NLceajNcqS SzwuQ'ackR$[.V|{y6ueRQUQ'_ Wª®HuV`NPdfwLmfN _n[{y





®Hukmbdf^`cV`NPQ W|0Rued¨ ^`R0R$_VjSIV]NPcqS'P^`daR,S]SI °wP^]V]NLR^'wP[.V]ceuR$cV`NPR^&|>R,adfQUR,SURQUVy db^UV]NPR
awP^`^]R$[bV@Q'_¥ceQU_fuxocqSVj_n[LaR p od{R$S[LdnVck[>a^`R$_fS]Rfª
TUqp B M"s 	

RM#s
v U PceacE_0dfce[.V ¡
w U  ²Cw²  *c* f){g>k
t U V WYX[Z\S] _ W`1ab\ N¬l¡ P *c*I efhgj|6 k^j>|Sgdhjn6>k 6l"!$# d&%')(
}6U  l.BD2O
Cn 9( p B 6 ²
6U p B M l B 2
Cn< 9B_n[LoIjRQzM

 U "M!¡"J -4 
65
6U  +*M N 6 ²
6U >[Lo, ¡ _I °wP^]V]NPR,SV0dfce[.V °^`dfQz084 
65
T26U ² #° ²
TTU 	

M!% *$*=l 6ek g6l)f.-^e>l0/2135476
T v U     #  M#NI¶  	

M%
T w U  ²  x  jRQ M
{l p BM l.BD2O
Cn 9
# ¶   ) Gº Y V]R$^`_nV]R,ogS]R$_f^`ajN °df^odbwP|PueRv[Pdf^`Q'_nuqSª
9§²  8   .x	8:9 c. HF 6/ 	  ,  	
.		   B $
/xH H
	 	 F`
cu.x. "  , .	p ` , 1	A  ,  ;`c| fu.$	$ E
9§²  <!   .x	8=9u x= @A2 i 9fjRQ c.  E ; 	A D.H ¢ 	 /?>?c. K8	cB/ @A2* iC9	E


















®­S]S]wPQURV`NL_V<®uemfdb^]ckV]NPQ WV]R^`QUck[>_V]R,S©_n  V]R^ vcV`R^j_V`ckdb[LSª1<{ck[>aRfln_nVR,_fajNckV]R^j_V`ckdb[xl_[PR$¨ odfwL|PukR
[Ldf^`QU_fuPcqSBadbQUPwV]R,oºlbV]NPRt_nuemfdf^`ckV]NPQ NL_fS§adfQUPwPV]R$oIodfwL|PukRH[Pdf^`Q'_nuqSlb[PdnV`R$o
 ~  ~ l^t M%8n'(''n=>l
_f[Lo¨R NL_ fRl2O
  n  9 -''' - l2O
  1 n  [ 9	'kª_bajNV]ceQUR®uemfdb^]ckV]NLQ¹ cqSHa$_nueukR,oºl>S]dfQUR 0dfce[.V`S
_f^]RI^`RQUdfR,o °^]dbQ V]NPRUdb^]cemfce[L_nu<oP_nV`_gSzRV$ªI«RU^`R[L_fQIRV]NLRIdb^]cemfce[L_fuoP_nV`_gSzRVv¡ ; r > _n[LooR[LdnV]R
|{y6¡ ; > V]NPRS]RV df >dbck[.V`SV]NL_nV^]R$Q'_nce[_n  V]R$^V]NPRnhiV]NckV]R$^`_nV]cedf[xlc3ª RfªV]NPRdf[PRUV`NL_VadfQUPwV`R$S

    ª ^R[>aR S]RV¡ ;
~ > ceSSzV]^`cqaEV]ueygck[Laukw>oR$ogce[¡ ; ~[?> ªfRdf^`RdbR^,l{R$_fajN*S]RmbQIR$[.V 
 ~  ~ cqS_'odfwL|PukR






   cqS@SV`^]cqaEV`uky'mb^]R,_V`R^V`NL_n[V]NLRvoPceSzV`_f[LaR,S&l2
	 n 2
	C9`9BadfQUPwPV]R$ogS]d  F_n^,ldf^R$}.wPce_nueR[.V]ueyfl.V`NL_n[V]NPR




P ² :  l2
  n  9( l2
  1 n<  1 9B_n[Lo "M ¡ ;  > J -34 
    51M"NPª
Y\[6V`NPcqSa_fS]Rfl 
    ceS_Q'_¥ceQU_fuSzR$mfQUR[.Vvdn ¡_t|{y ueRQUQ'_WPlºcVcqS_Q'_n¥{ceQ'_nuS]RmbQIR$[.V
dn §¡ ;  > lx_f[Loºl©_bSHQUR$[bV`ckdb[P[PR,o6_n|0dfRbl2[PdgS]RmbQUR[.Vt¨ckV]N_n[R[LoP>dbck[.Vvck[¡J@¡ ;  > a_n[|>R
ukdb[PmfR$^$ª
P ² G  l2
  n  9 l2
  1 n<  1 9]ª
Y\[V]NPcqSa_bSzRbl.¡ ;  1=> J/-4 
  1   1 5x¨@_fS[PdfVRQUVy H.` V`NPRadbQILwV`_nV]cedf[df q4 
  n  5 ª=«R
N>_ fRV`d'oRV`R^`QIce[PRt¨NPRV`NPR^(
  1   [ ceS_Q'_¥ckQ'_fu2S]RmbQUR[.Vdb^@[PdnV,ª<M@N>_n[uES§V]dIukR$QUQU_gbl.ck _
uedf[LmfR^­odfwP|LukR[Pdb^]Q'_fuxR¥cqSVjSl0df[PRdf =cVjSHR$[Lo0dfce[bVjSueckR,Sce[¡ ;  > Jq-4 
  1   1 5iª@Y  =V]NLceSHue_bSV­S]RV
cqS@RQUVyblP¨NPcqajNcqSajNPR,acEfR,o
|{y®Hukmbdf^`cV`NPQ TPl
  1   1 cqS_Q'_n¥{ceQ'_nuxS]RmbQIR$[.V@df ¡
ª
²    ² ·§ ¡ ;  > _n[Lo 
  [   [ NFP^`d.cqoR,o|{y®Hukmbdf^`cV`NPQ W8P
TU "M!¡ ;  > J -"4 
  1   [ 5
v U  "M N 6 ²C
w U 
  [   [ ceS_IQ'_¥ceQ'_nuxS]RmfQUR$[bVdf ¡
#A ¶   6 ©¸ NLR$acES@¨NPRV`NPR^ M ¡ ;  > J -4 
  1   1 5+M"NPª
Y   "M ¡ ;  > J1-4 
  1   1 5 *M"NPlf¨RN>_ fRV]d ajNPR,acE ¨NPRV]NPR$^=V]NPR$^]RR¥ceSzV`S_tQ'_¥ceQ'_nuLS]RmbQIR$[.V
¨ckV]NU_n[R[LoP>dbck[.V=ck[V]NLceS=S]RV,ªMdtS]R$_f^`ajN  °df^=Szw>ajNQ'_¥ceQU_fuSzR$mfQUR[.V`S$l¨R§P^`df0dbS]R§V¨§dtQURV]NLd{oLSª





M   6. , .	$'.	
²    ² ·§ p B N°L^]d{cqoR$o|{y®uemfdb^]ckV]NPQ WDP@_n[>o NFP^`d.cqoR,o
|{y®Hukmbdf^`cV`NPQ T8P
TU  +*M N 6 ²C *c*  g>^f>l e> Kf6g6 { - e>lg>k>k i^j)eklKek/
v U  ¶  # # >dbck[.VjS 
 ~   · ¶
w U  ¶  # # 0dfce[.V`S 
  ¡ · ¶t U A l.BD2O
 ~ n$
  9( p B 6 ²}6U p B M l B 2
 ~ nc
  96U  ²  x  p B
# ¶   ) © <¥NL_nw>SV`ckbRvS]R$_f^`ajNdfR$^I¡
ª






 ~  ~ ltLM %Dn(''('n? m,lP_f[Lo 
    ª
  G  :       w # ²
®­S]S]wPQURV]NL_nVU¨RgNL_ fRg_VUdfwP^'ocqSz0dbS`_nu@_n[!_nPL^]d ¥ceQU_nV]cedf[ p df HV`NPR*oce_fQURV]R$^df tS]RVI¡¹_n[>o
_S]wP|LS]RV ¡ V`NL_Vadf[.V`_fck[>St_f[R[Lo0dfce[.Vdn @R$_fajNQ'_¥ckQ'_fuSzR$mfQUR[.Vukdb[PmfR$^tV]NL_f[ p N°PuewLS
0dbS`S]ck|Puey dfV]NPR$^=>dbck[.V`ScPEª<Md­>[LoUSzwLajNUR$[Lo0dfce[bVjS<ck[ lf¨R@QU_ yblf_fS<ce['®uemfdb^]ckV]NPQLlnR¥{N>_nwLSzV]cefR$uky
S]R$_f^`ajN °df^_IQ'_¥ceQU_fuxSzR$mfQUR[.VdfR$^ !I¡
ª
H[LoR^V`NPRt_bS]S]wPQUV`ckdb['V]NL_nV§V`NPRvoce_fQURV]R$^§df x¡ cqS§uq_n^`mfR$^V`NL_n[ p l¨RE{[Pd¨lb °^]dbQukR$QUQU_fl
V`NL_VH_f[{y'QU_n¥ckQ'_nuxS]RmbQUR[.V¨ckueuxNL_ bRt_nVukR,_fSzV@db[PRvR[LoP>dbck[.VdfwPV`S]ceoR_f[.y|L_nueuxdn ^`_bocewLS p *,ª
¸ db[LSzcqoR$^­S]wLajN6_
|>_nueuv- ©df B^`_bocewLS p *,Pª­M@NPRR¥NL_fwLSV`ckbRS]R$_n^jajNdfR$^ I¡ a$_n[*V`NPR[|>R
^`R$oPwLaR,o*V]dgV¨dR¥NL_nwV`ckbRIS]R$_f^`ajNLR$St_fS`Szdacq_V`R$o V]d*_>_n^]V]ckV]cedf[¬dn   ce[.V]d 7-B_n[Lo 'J-iª
R*df^`RP^]R,acqSzR$ukyblPck 1
   l0SzR,_n^jajNPce[PmI °df^­_U0dfce[.VUSzw>ajNV`NL_Vl2
Cn< 9  p ^]R,owLaR$S@V`dSzR,_n^jajNPce[Pm
ck[g¡"J KJ -  c 1
g|>R$ukdb[PmbSV`d -  lL_n[>oS]R$_f^`ajNPce[Pm  ce[g¡ dnV`NPR^`¨cqSzRbª
M@NPcqS¨@_ yfl>ck[>SV`R$_fodf SzR,_n^jajNPck[LmIdbR^Ig¡
lL¨RSzR,_n^jajNdbR^2 3- 9 I 2F¡JKJ-9§_n[>o
2 J -9 I¡
lV]NLR^`R °df^`Rv_ fdfcqoce[PmUSzR,_n^jajNPck[LmI_IQ'_¥ceQU_fuxSzR$mfQUR[.Vce[ 2 -9 I 2°¡- 9]ª
- =SzNPdbwPuqo |0RIajNPd.SzR$[6S]d_fS­V`dQ'_¥ceQIcKJRV]NLR[{wPQ|>R$^tdf B0dfce[bVjStck[6¡-ilº¨NPcqajN6^`R$ow>aR$S
V`NPRadbSzV­df BSzR,_n^jajNPck[Lm'dfR^"2 -9 I 2F¡J 'J-  9`ªtM@NPRceoPR$_
cqSHV]d^`Rw>SzRV`NPRU_nue^]R,_foy °dfwP[>o
S]RmbQUR[.V`S(
 ~  ~ NF¨NPceajN _f^]R oPdfwP|PueR [Pdb^]Q'_fueSdf <¡"P_n[LogV`dckV]R$^`_nV]cefRueyaR[.V]R$^V]NLR|L_fukuqSdf <^j_foPckwLS




²    ² ·§ p B M l B 2O
   n<   9B_f[Lo#P^]d{cqoR$o|{y®uemfdb^]ckV]NPQ W²    ² ·§  ; r > M 8P^`d.cqoR,o|{y®Hukmbdf^`cV`NPQ T
TU  ¶  # # S]RmbQIR$[.V`SL
 ~  ~ Hl t M!% '(''
	 	 · ¶
v U - M#-   3 B n p *,w U  B M l B 2
Cn< 9 2$n$
C9(  ; ~A1=> -IF¡#J  ; ~A1=> J - 
t U  B  p B ) ² *$*. l)l 6  e>gS6l f>l e<^g6l e6j|k5- gf nj|6k 




 U ; ~ > M 0; ~[?> J -  *c*k-fl /
6U   ; ~ > M#N 6 ²
6U ^]RV]wP^`[ p B *c*  egSl 6H gf  )>kn j|)k 
# ¶   6 x Y V]R^j_V`ckbRv^]R,owLaEV`ckdb[df  8|{yS]wLa$aR$S`S]ckbR­R¥_fQUck[L_nV]cedf[gdn =_nueuxSzR$mfQUR[.VjS 
 ~  ~ ª
  G  G # ¶   )
®­S]S]wPQUR*V`NL_V®uemfdf^`ckV]NPQ W¬V]R$^]QUce[L_V`R$S
wL[LoR^ga_bSzRWPly{ckR$ueoce[Pm V`NPR6S]RmbQIR$[.V
        NFc3ª Rfª
  1   1 Pdf 0ueR[LmnV]N p M l2
    n<    9x¨NLceajNUcqSadb[LSzcqoR$^]R,o_fS=_f[UR$SzV]ceQU_nV]cedf[Idn 0V]NPRoPce_fQIRV]R$^$ªR*df^`RdfR$^$l.¨Rv_bS]S]wPQURtV]NL_nV@V]NPR S]RV ¦adfQUPwV`R$og|{y®uemfdb^]ckV]NPQ TIceS@[PdfVRQUVybª
®Huku©V]NPR odbwP|PueR[Pdf^`Q'_nuqS 
 ~  ~ V`NL_VNL_ bRv|>R$R[g °dfwP[>o|.y®uemfdf^`ckV]NPQ WlPR¥aRV/
  1   1 l>_n^`R
adfueukR,aEV`R$ock[.V]d'_US]RVHª
Y  P®uemfdb^]ckV]NLQ   V]R$^]QUce[L_V`R$Sº¨ckV]N  ;! "# > *M Nl,df[LRSV`ckueunQw>SV©^`wP[®uemfdb^]ckV]NLQ£¨ckV]N "M  ;$ " > l
ciª Rfª<V]NLRR¥NL_nw>SV`ckbRtS]R$_f^`ajNdfR^  ;! "# > I¡
ª
% 	  g& v	
­wL^<_fukmbdf^`cV`NPQP^`d{ceoR,S_­ued¨§R$^|0dfwL[Lo p 9'!(M p 5*) + df[V]NPRocq_nQURV]R^,ª©Y V_fueS]d­L^]d{cqoR$S_n[IwPP0R^|0dfwL[Lo p 5-,/. M p 5*) +10 2 ª=Y\[>oRR,oºlukRV(
|0RtV]NPRodbwP|PueR­[Pdb^]Q'_fu0¨NLdbS]R­ueR[PmfV]NceS p 5*) + ª®ueu2V]NPR0dfce[.V`S§dn x¡ |0Ruedf[Lm V]dV]NLRHce[bV`R^jSzR,aEV`ckdb[
dn xV`NPR­V¨§d |>_nueueS§dn ©^j_foPckwLS p 5*) + *, aR[.V]R$^]R,o
_VL
_f[Lo{ª« ckV]N#db[Puey!S]ukcemfN.VQUdock>a_nV]cedf[LS$ldfwL^_nuemfdb^]ckV]NPQ a_f[#_nuqSzd |0R6wLS]R$o!V`d adbQUPwV]R¬_ |0RVzV`R^
_fPP^`d ¥ckQ'_V`ckdb[ df tV`NPR6ocq_nQURV]R^,ª Rdf^`R*P^`R$acqS]Rueyfl§ °df^_f[.y mfcefR$[ *.l@¨R P^`d.cqoR*_n[ ce[.V]R$^]_nu
4 p 5*) + n p 5-,3. 5©df ueR[PmfV]N  * V]NL_nVHadb[bVj_nce[LS§V]NPRvV`^]wLR oce_fQURV]R$^$ª<{ce[LaR V]NLRI_fukmbdf^`cV`NPQ¯L^]d{cqoR$S_ukd¨R^H|>dbwP[Lo p l2¨§RISzceQUPueyg[LRR$o*V]dR$[LS]wP^]R V]NL_nV p $ *IceS
_f[wLP>R$^|0dfwP[Logdf ©V]NLRvV]^`wPR ocq_nQURV`R^,ª
«¬R¨ckueuwLSzVce[Locqa_V`R¨NPR^`RtV]NPR[LR$aR,S]S`_n^`yUQUd{oPc>a$_V`ckdb[LS@QwLSzVV`_DEfRvPuq_faRfª
[ce^`SzV$lowL^]ce[Pm V`NPR ckV]R^j_V`ckbR SzR,_n^jajN df  odfwP|LukR [Ldf^`QU_fueSkN°ueck[PR ck[#®Hukmbdf^`cV`NPQWDPIV`NPR |L_fuku
aR[.V]R$^]R,o
_V  3B _n[LoL_fS`S]ck[PmV]NP^`dfwLmfN'V`NPRH °wL^zV`NPR$SzV>dbck[.V  adf[.V`_fck[>S§_fuku0V]NLR­0dfce[.V`Sdn x¡
ª=M@NPRoPce_fQIRV]R$^ p 5-,/. df V`NL_V|L_fukuºcqSmbckbR[|{y
p B5-,3. M4 65
<' 75$ p B
oporq.sutvxwxw
,   6. , .	$'.	
¨NLR^`R p M l2O
Cn< 9]ªM@NPR$^]R °df^`Rfl2¨NPR$[ p B5-,3.  2 p $ *89 B lº¨RNL_ bR  °dbwP[Lo¬_n[*$h\_nPL^]d ¥ceQU_nV]cedf[df ©V`NPR ocq_nQURV`R^_n[>o¨RSV`dfxª
<{R,adb[LoºlnV`NPRce[bV`R^`QUR$ocq_V`RSV`R NF®Hukmbdf^`cV`NPQ T PajNLR$acES<c 2¡ ;  > adf[.Vj_nce[LSV]NPRR$[Lo0dfce[.VBdn ºSzdbQUR
0dnV`R[.V]cq_nuQ'_n¥{ceQ'_nuS]RmfQUR$[bV,ª1^HR^`RBV`NPRS]RV !NL_fSV`dv|>R@^`RPuq_faR$o |{y¡ ;  > J?-   E 3  EB n 3
	B ª®¦|0RV]V]R^HR$SzV]ceQU_nV]RvV`NL_n[ p $ *df V`NPRwPP0R^|0dfwL[Lo p 5-,/. cqS@df|{{ckdbwLS]uky
, I-  l 
  [ $  1, n  M ¡ ;  > L- 
  [ $  1, n p $ *, J -  
  1 $  [, n p , "! '
Y  8cqSRQUVybl¨§R SzV]dbxª
M@NPRtR¥NL_fwLSzV]cefRHS]R$_f^`ajNUdfR$^&I¡oR,S]a^]ce|>R,o'ce[®uemfdb^]ckV]NLQ ¨ckueu2>d.S]S]ck|LukyIwP2oP_V`R­|0dnV`N p
_f[Lo p 5-,/. ª
²    ² ·§ p B P^`d{ceoR,o|{y_fukmbdf^`cV`NPQ Wl
²    ² ·§ l p B5-,3. _n[LogP^`d{ceoR,o
|{y
QUdockLR$o_nuemfdb^]ckV]NLQ TTU  +*M N 6 ²C *c*  g>^f>l e> Kf6g6 { - e>lg>k>k i^j)eklKek/
v U  ¶  # # >dbck[.VjS 
 ~   · ¶
w U  ¶  # # 0dfce[.V`S 
  ¡ · ¶t U A l B 2O
 ~ n$
  9( p B 6 ²}6U p B M l B 2
 ~ nc
  96U  l B 2
 ~ nc
  9( p B5-,/. ) ² U p B5-,/. M l B 2O
 ~ n$
  96U  ²  x  p B_n[>o p B5-,/.
# ¶   ) 8© RdockLR,oR¥NL_nwLSzV]cefRvS]R$_n^jajNdbR^ !Ig¡
ª
[ce[L_nueukyblck[g®uemfdb^]ckV]NPQ   N°uece[PR WDPEl{¨R­¨ceueu0w>SzR p 5-,3. ce[LSzV]R$_bo
df  p _n[>o






ce[*SzR,aEV`ckdb[   ª WPª
%  & /'" 	1  "  *-"' #"/ 	  " 	 (*)
Y\[dbwP^R¥0R^`ckQUR[.VjSlP¨RwLS]RSzR$fR^j_nuº0dfce[.VHocqSV`^]ce|PwV`ckdb[LSª&[Pdf^R,_fajNgdn V]NPR$QlPV]NLRukceQUcVH_fukwPRdf 
V`NPR ocq_nQURV`R^N° °df^_n[gce[L[PckV]R [{wPQ|>R$^dn >dbck[.V`ScPcqSfª@ oR[PdfV]R,S@V]NPRdb^]cemfce[xª








H¶   $     ²  M@NPRt0dfce[bVjS@_n^`R­ajNPd.SzR$[ce[LoR0R[>oR[.V]uey' °^`dfQ _wP[Pck °df^`Q ocqSV`^]ce|PwV`ckdb[





H¶   $    # #  M@NPRU>dbck[.V`Sv_f^]RUajNPdbS]R[ck[>oR0R[LoPR[.V]uey* °^`dfQ _wP[Pck °df^`QocqSV`^]ce|PwV`ckdb[
ce[gV]NPR|>_nueuºdn <^`_bockw>SJ% *,aR$[bV`R^`R$og_V @Iª





 ,  %5 , 
,|
$&%  ª
©  P ² P ² · ·  $   x  ¶? 
H¶   $ ¶? ¬ w  ²  ²  M@NLR >dbck[.VjSH_n^`RajNPdbS]R[ce[LoR$>R$[LoR[.V`uky °^]dbQ¯_'wL[Pc °db^]Q ocqSV`^]ce|Pwh
V`ckdb[db[gV]NPR S]PNPR$^]Rvdn ^`_bocewLS%)* ,aR[.V]R$^]R,o_nV+@Iª




oPR[.V]uey' °^`dfQ¯_IwP[Lc °db^]Q oPceSzV]^`ck|LwV]cedf[ce[m4 %)* %s$n%)* ,)5 ª
oporq.sutvxwxw
 W   6. , .	$'.	
H¶   $ ¶?  ²  #° ² # #  w  ¶  ·  M@NPR§>dbck[.VjS_f^]RBajNLdbS]R[ce[LoR0R[>oR[.V]ueyv °^`dfQ¦_wP[Pck °df^`Q
oPceSzV]^`ck|LwV]cedf[df[*V`NPR'SzwP^] F_faR dn _n[6R$ukueceLSzdbceo6aR[.V`R^`R$o6_nV4@IªM@NLRR$ukueck>Szdbceo _n¥R$St_n^`R
_fukcemf[LR$o¨cV`NV`NPR ad{db^`oce[L_nV]Rv_¥R$S$ª
M@NLRuq_n^`mfR$SzV­_n¥{cqS. r M .    ceStSzRV­V`d% *,l>V]NLRIS]Q'_nueukR,SVtdf[PR. ) [ M .   ~ ) cqSvSzRVHV]d% * %6sPl¨NPceukRV]NPRdfV]NPR$^B_¥R$SL. ~  °db^(tvM %Dn'(''nX2* ,
9]lb_f^]RajNPd.SzR$[ce[LoR$>R$[LoR$[bV`uky °^`dfQ
_wP[Pck °df^`QocqSzV]^`ck|PwPV]cedf[6ce[  .      t<$ B       B) 1 n2.       t B  	
     B) [  ª
HdnV`ceaR­V`NL_VV`NPR _¥R,S_n^`RHVj_EfR$[ °^`dfQ¯[Pdf[PhidbR^`ue_fPPce[Pm ce[bV`R^`_nuqSª
M@NLR$S]R¬R$ukueceLSzdbceoLS*a_n[L[PdnV*NL_ bR¬_f[ ce[L[PckV]R [{wPQ|>R$^*dn IQU_n¥ckQ'_nu oPdfwP|PueR[Pdf^`Q'_nuqSª
« NLR[¬V]NPRU[{wPQ|>R$^dn §0dfce[.V`SvcqSvue_f^]mbRR$[PdfwLmfNxlºV`NPRUQ'_¥ckQ'_fuSzR$mfQUR[.Vvdn BV`NPR'0dfce[bV
S]RVcqSauedbS]RtV]dIV]NLRQU_fck[*_n¥{cqSdn V]NPRR$ukueceLSzdbceoxª








|L^]wV`Rhi °df^jaRv_nuemfdb^]ckV]NPQ V]NL_nVadf[LS]cqoR^jS_nueu * 2* %D9 * ,S]RmbQUR[.V`ScqS 2* %D9 * ,ª
«¬Rg_fueS]d mbckbR ¸ ~ V]ceQUR$SIck[ SzR,adf[>oPSªM@NPRP^]dbmf^j_nQ¹ceSI¨^`cV]V]R[ ck[ ¸ l<adfQUPceukR,o ¨ckV]N
w>Szce[PmIV]NPRIdbV]cedf[_n[>o^`wP[LS@db[_  t ¸ SVj_V]cedf[*~=« < N   f/R ^JZPª
%  ,  , /   #"/ 	
<    : H¶    ² ,   ¢ G









 M@NPRadfQUPueR¥cVyceS|L_fo¬ °db^ |L_fukuqS_f[Lo SzLNPR^`R$S$ªY\[ V`NPRa$_fS]R'dn >dbck[.VjS ocqSV`^]ce|PwV`R$o db[_
SzLNPR^`RflPckVcqSauedbS]R/N°|PwVHSzV]ceueu©|0RVzV`R^xP§V]dUV`NPR adbQILukR¥{ckVy
df V`NPR|P^`wV]Rh3 °db^`aRtQURV]NPdoºªBM@NLceS
ceSHowPRvV]dIV`NPRv F_faVV]NL_nVV`NPRvL^jSVHS]RVadf[.V`_fck[>S_f|>dbwV    dn V]NPR0dfce[.V`Sdf ©¡
ª
 Y\[.V]R^`R$SzV]ce[PmbukybladbQUPwV]ce[Pm odbwP|PueR'[Pdf^`Q'_nuqStceS _fuk¨@_ yStfR^`y* F_bSV,ªM@NPR'dfR$^`_fuku=adfQUPwV`ck[Pm
V]ceQURceSoPdfQUck[>_V]R,o|{y'V`NPRR¥NL_fwLSzV]cefRvR¥P_nQUce[L_V`ckdb[df _fukuxS]RmbQIR$[.V`S@dn !I¡
ª







* awP|0R S]PNPR$^]R ^`Rm>ª<RueukceLS]dfcqo RueukceLS]dfcqo SzPNLR^`R
$bff Lª L$ Pª fTf Pª f  Pª P W WPª  >ª   
Wnbff Lª L$ Pªef$ Pª P,T Pª fTL $Lª { ,Pª W  
Tfbff Lª .Wn Pª W  Pª bWP Pª n.T W   ª  .TPª 
bbff Lª bTDM Pª TbWfW Pª bWDM Pª     {ª   M M
  bff Lª f8M Pª L$T Pª fT   Pª f.W {bª b  WfWªe
fbff Lª    M Pª bW   Pª n.T Pª f{ $fLª   T  Pªe
bff Lª  DM Pª P( Pª     Pª fb bLª WM WfTfPª T
Mfbff Lª {f fª bWfW Pª    M Pªe,Wf XMfLª f TP,T
fbff Lª 8MDM fª bW  Pª     Pªe,WDM WnTfLª P Tb Pª 
,fbff Lª b   fª TDMf Pª . Pªe(b WM Pª Mn b.W





























W  ² ² # #  w  ¶  ·#fL ²    ¢ G 9
M@NLRv F_faEVHV]NL_nVV]NPRadfQUPueR¥ckVy_n^`ckR,S@¨ceoPRuey °db^>dbck[.VHocqSzV]^`ck|PwPV]R$odb[|>dfV]NVy{>R,Sdn =R$ukueck>SzdbceoPS
a$_n[g|>RR¥Pue_fck[LR$owLSzce[PmUQUdf^`RtoPRV`_fckueR$ogR¥{0R^`ceQIR$[.V`S$ªY\[>SV`R$_fodn <^j_n[LodbQUuky'PcqacE{ck[LmV`NPR _¥R,S§df 
V`NPR'RueueckLS]dfcqoPS$lx¨RIueRVvV`NPRQ¹ _f^]yadf[.V`ck[{wPdbwLSzueyfª/Rdb^]RUP^`R$aceS]Rueyfl2V`NPR'ue_f^]mbR$SzVv_n¥ceSYX 5-,3. |>R$ck[PmS]RVV]d %)* ,N3SzR$RtS]R$aV]cedf[ªk?PEl{¨RtSzV]wLoPy'V]NPRv|0RNL_ {cedfwP^dn dfwP^QURV]NLd{o¨ckV]Ng^]R,Sz0R$aV§V`dV`NPRv^`_nV]ced
X 5*' 9 *X 5-,/. _n[LoZX 5*) + *?X 5*' 9 ¨NLR^`R[X 5*) + _f[Lo\X 5*' 9 _f^]Rg^`R$S]>R,aEV]cefR$ukyV`NPR*SzQ'_fukueR$SzV
_n[Lo V]NPRQUR,ockwLQ¯_¥R,Sª
«¬R­db|LS]R^`fRV`NL_V,l. °df^@_nueQId.SV@_nueu(X 5*' 9 *?X 5-,/. _n[LoX 5*) + *X 5*' 9 l.V]NPRS]c6J$RHdn  #^`RQ'_nce[LSSzQ'_fuku_f[Lo6adfQUL_f^`_f|PukR V]dg¨NL_Vv¨§RImfRVtce[ V`NPRUa_fS]RIdn V`NPR^`RmbwPuq_n^HR$ukueceLSzdbceoxªM@NPRIdf[PueyR¥PaR$V]cedf[ceS
 °db^§0dfce[.V`Sdf[g_S]PNPR$^]RN°ciª Rbªkl{¨NPR$[
V`NPRtV]NP^`RRt_¥R$S_n^`RHR,}bw>_nuPB_f[Lo
¨NPR$[]X 5*' 9 *X 5-,3. cqS@auedbS]RV]dbª
Y\[.V]R$^]R,SV`ck[LmfueyflnV`NPR[{wPQ|0R^§dn  [<~ S]a$_n[LS=[LRR$oPR$oV]d adfQUPwV`RH_odfwL|PukR[Ldf^`QU_fuPce[La^`R$_bSzR,S¨ckV]N
V`NPR^j_V`ckdYX 5*' 9 *X 5-,3. lb|LwV F_nueuqSod¨[I °df^"X 5*' 9 *X 5-,/. M%bªM@NLceS=cqS^`Ruq_V`R$oV]dvV`NPRHadf[LSzV]^`wLaEV`ckdb[oPR$S`a^`ck|0R$ock[V]NLRP^]d{df dn ukR$QUQU_   ¨NPR$^]Rv¨RtN>_fo>dbck[.V`SHauedbS]R­|PwPV[PdnVdb[g_Uace^jaueRfl{ukR,_foce[PmIV]d
_Iuq_n^`mfRt[{wPQ|0R^df :[<~ S]a$_n[LS$ª
oporq.sutvxwxw
$   6. , .	$'.	
fdfuewPQURv|L_fS]R$ogocqSV`^]ce|PwV`ckdb[LS














































































































































































ce[ ¢ G ª ukwLR ukce[PR8_B¨ckV]N*[Pd'^`R$ow>aEV]cedf[*df  ª@R$oueck[LRD_B¨ckV]N*^`R$oPwLaEV`ckdb[*dn  ª ue_bacEueck[PRhN°¨NPR$[
oPceS]Puq_ yfR$o Px_adfQUPueR¥cVydn @V]NLR









RwPueR$_fw¥V]^`ce_f[PmfueRfª «¬RgS]RueR$aVI0dfce[.V`S °^`dfQ_6wL[Pc °db^]Q oPceSzV]^`ck|LwV]cedf[ ck[LS]cqoRgS]wLajN df|R,aEV`SI_n[>o
adfQUL_f^]R*V`NPRadfQUPueR¥ckVy ¨cV`N£V`NPRdb[PR6db|V`_fck[LR$o  °db^g0dfce[.V`SgocqSV`^]ce|PwV`R$o#ce[ _ W  ¹|L_fuku/NFS]RR
>mfwP^`R 8PEª
®­S]S]wPQUR6V`NL_VgV]NLRuedf[PmbR$SzVS]RmfQUR$[bVg^]RV]wP^`[PR,o |{y#®uemfdf^`ckV]NPQ W cqS







			 "!#$	&%'	   
fdfuewPQURv|L_fS]R$ogocqSV`^]ce|PwV`ckdb[LS































































































































[cemfwP^`Rv$_=<¥P_faVHadbQILwV`_nV]cedf[gdn ©V`NPR ocq_nQURV`R^ _ ¸ ~8V`ckQURNFck[*S]R$adb[LoPScPB °df^_n^`ckdbwLS@ocqSV`^]ce|Pwh
V`ckdb[LS­ck[¬¢ G ª ukwPRukce[PR8_¨cV`N6[Pd^]R,owLaV]cedf[ df  ªvR,o ueck[PR8_¨ckV]N6^`R$oPwLaEV`ckdb[ dn  ª uq_facEueck[PR
NF¨NPR[oceS]Puq_ yfR,o$Px_|P^`wV`Rhi °df^jaR QURV`NPdoºª4[Pdf^­V]NLRRueueckLS]dfcqoPSt_n[Lo*V]NPRIawP|0RFNF^]R,Sz©ªHV`NPR|L_fuku<_n[>o
V`NPR S]PNPR^`RZP§R,_fajNgPukdfVzV`R$og>dbck[.V¨@_fS@df|PV`_nce[PR,o|{y_ bR^j_nmfce[Pm$fbV`^]cq_nuqS N°^`R$S]xª$b V`^]cq_nuqScPEª
®­S_I^]R,SzwPukV$lPV]NPR[{wPQ|>R$^dn <>dbck[.V`S@dbwV`S]cqoRI-4 
65º °db^@V]NPR,SzR ocqSzV]^`ck|PwPV]cedf[LScqS@uq_n^`mfR^V`NL_n[ °df^
V`NPRg|L_nueu_f[Lo oR,a^`R$_bSzR,S ¨NPR$[ V]NLR[{wPQ|>R$^df fR^]V]cqaR,Sdf V]NPRg0dfuey.mbdf[LSck[>a^`R$_fS]R$S$ª <ckQUceue_f^]ueyfl
V`NPRadfQUPueR¥cVydn =dfwL^H_nuemfdb^]ckV]NPQ  °df^­S]wLajN0dfce[bVtoceSzV]^`ce|PwV]cedf[>SoR$a^]R,_fS]R$S@¨NPR$[V]NPR[{wPQ|0R^df 
bR^]V]cqaR,S§ce[La^]R,_fS]R$S@_n[LoV`R[LoPSV`d'|>RvV`NPR S`_nQUR_fS °df^0dfce[.V`S@ce[*_|>_nueu3ª
<    G H¶    ² ,   ¢ ¤
Y\[
LmfwP^`Rtlb¨RP^`d{ceoRHR¥>R$^]ceQUR[.V`_fuL^`R$S]wPukV`S§ck[¢=¤I_n[>o'R_nuewL_nV]RV`NPRtadfQUPueR¥ckVyI_bSB_v °wP[>aEV]cedf[
df ©V`NPR oceQIR$[LS]ckdb[  ª
oporq.sutvxwxw










































Rmed / RmaxRmin / Rmed











Rmin / Rmed = 0.2  
Rmin / Rmed = 0.596
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